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Limiti del modello newtoniano

1. L’espansione dell’universo non può avvenire intorno a un
centro (l’analogia della sfera è fuorviante)

2. Che cosa significano redshift maggiori di 1 (moti di
recessione a velocità maggiore di quella della luce)?

3. Equivalenza tra materia ed energia. Qual è il ruolo della
radiazione?

4. Il ruolo della costante cosmologica

La trattazione Newtoniana è insoddisfacente per una serie di
ragioni:

Bisogna ricorrere alla teoria della relatività generale.

Relatività generale e cosmologia

La presenza di materia (energia)
curva la metrica dello spaziotempo.

Wheeler: “La curvatura  dello
spaziotempo dice alla materia
(energia) come muoversi, la materia
(energia) dice allo spaziotempo
come curvarsi”

Equazioni
di Einstein:
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Geometria
(metrica)

Contenuto
(materia, energia)

! 

"2# = 4$G%(Cfr. equazione di Poisson nel limite newtoniano)
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Significato delle equazioni di Einstein

!  

Gµ"

!  

gµ"

! 

Rµ"

! 

R

Tensore di Einstein

Tensore di Ricci
Tensore metrico

Scalare di Ricci (o di curvatura)

!  

Tµ" Tensore energia impulso

L’equazione di Einstein mette in relazione una serie di tensori
simmetrici 4×4 (10 componenti indipendenti):

Dato un particolare tensore energia-impulso (che descrive la
distribuzione di materia/energia nello spaziotempo) si ha un
insieme di 10 equazioni differenziali non lineari alle derivate
parziali per il tensore metrico (il tensore e lo scalare di Ricci
dipendono solo dal tensore metrico).

Geometria dell’universo
La forma più generale della metrica per un universo omogeneo e isotropo
è quella di Robertson-Walker:
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Le coordinate sono dette comobili (o comoventi). 

! 

r,  ",  #
Sono fissate per ogni osservatore che segue l’espansione.

La relatività generale
permette di mettere in
relazione la geometria
dell’universo con il suo
contenuto. Il parametro
k è esattamente quello
che entra nell’eq. di
Friedmann (a parte un
riscalamento).

! 

k = "1#$ <1
Curvatura negativa

!  

k = 0 " # =1
Curvatura nulla

! 

k =1"# >1
Curvatura positiva
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Interpretazione della metrica
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Introduciamo una nuova variabile:

Riscriviamo la parte spaziale della metrica:
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Per k=0 si ha lo spazio euclideo tridimensionale consueto.
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= acos" sin# cos$

x
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= acos" cos#

x
4
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Per k=1 si ha una 3-sfera
immersa in uno spazio 4-
dimensionale euclideo fittizio:

Per k=-1 si ha un iperboloide
immerso in uno spazio 4-
dimensionale euclideo fittizio:
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Redshift cosmologico

Il redshift delle galassie ha un’interpretazione ovvia nel contesto
della trattazione relativistica. Sono le lunghezze d’onda dei fotoni
emessi che risentono dell’espansione:
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In realtà le galassie sono (circa) in posizioni fisse rispetto al
sistema comobile. Il redshift cosmologico non è un effetto
Doppler!

Inoltre l’espansione al prim’ordine vale solo per tempi
relativamente piccoli rispetto all’età dell’universo. Non si può
associare una distanza ad un redshift senza conoscere
l’andamento del fattore di scala.


